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Abstract
This short note contains a few remarks about mathematical intuition
in action. We stress the dynamic character of mathematical intuition.
1 Wste˛p
Niniejszy krótki tekst pos´wie˛cony jest intuicji matematycznej w działaniu, czyli
w praktyce badawczej zawodowych matematyków oraz w dydaktyce. Nie sta-
ramy sie˛ rozstrzygac´ problemów filozoficznych, nie odnosimy sie˛ do matematyki
intuicjonistycznej, wypowiadamy subiektywne opinie, wspieraja˛c sie˛ ustaleniami
z dziejów matematyki.
2 Intuicja w matematyce
Intuicje matematyczne to przekonania (ba˛dz´ zbiory przekonan´). Mówic´ rozsa˛dnie
moz˙emy jedynie o intuicjach zwerbalizowanych – o nabywaniu i z˙ywieniu prze-
konan´ niezwerbalizowanych wypowiadac´ moz˙na sie˛ tylko metaforycznie. W li-
teraturze angloje˛zycznej uz˙ywa sie˛ czasem terminów: intuition of oraz intuition
that. Ten pierwszy miałby dotyczyc´ poznawania obiektów matematycznych (liczb,
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zbiorów, funkcji, struktur, itd.), zas´ ten drugi trafnos´ci zdan´ o tres´ci matema-
tycznej. W dalszym cia˛gu be˛dziemy uz˙ywali tylko tego drugiego rozumienia.
Sa˛dzimy, z˙e jest ono bardziej podstawowe i warunkuje to pierwsze. Nadto, nie
implikuje definitywnych rozstrzygnie˛c´ w ontologii matematyki.
2.1 Kontekst odkrycia
Gdzie widoczna jest intuicja matematyczna w działaniu? Po pierwsze, w aksjo-
matach poszczególnych teorii. Sa˛ one wszak podawane bez dowodu, mamy w nie
po prostu wierzyc´. Osobna˛ sprawa˛ jest to, z˙e postac´ aksjomatyczna˛ nadano wielu
podstawowym teoriom matematycznym dopiero po zgromadzeniu i uporza˛dko-
waniu znacznej liczby faktów. Po drugie, to przede wszystkim intuicja matema-
tyczna stanowi trzon kontekstu odkrycia w matematyce. Przekonania intuicyjne,
wspierane juz˙ zebrana˛ wiedza˛ inspiruja˛ do tworzenia nowych teorii, motywuja˛
zmiany kierunku rozwoju teorii, itp. Tego, w jaki sposób dochodzi sie˛ do nowych
odkryc´ matematycznych nie moz˙na, rzecz jasna, precyzyjnie opisac´. Moz˙na nato-
miast, na podstawie s´wiadectw historycznych, domniemywac´, czym kierował sie˛
dany matematyk przeprowadzaja˛c konstrukcje˛ lub dowód, wprowadzaja˛c nowe
poje˛cia, dokonuja˛c uogólnien´, wykorzystuja˛c analogie, itd. Dla przykładu:
1. To m.in. odkrycie piers´cieni, w których nie ma jednoznacznos´ci rozkładu
(dla przykładu: w Z[
√−5] element 6 rozkłada sie˛ na iloczyn 2 · 3 oraz na
iloczyn (1+i
√
5)·(1−i√5) i z˙aden z tych elementów nie jest jednos´cia˛ roz-
waz˙anego piers´cienia) inspirowało do wprowadzenia elementów idealnych
(teoria Kummera) oraz rozwoju teorii ideałów (teoria Dedekinda); por. np.
(Corry 2004). Wprowadza sie˛ odróz˙nienie: a jest elementem nieredukowal-
nym, gdy nie jest iloczynem róz˙nych od jednos´ci elementów piers´cienia;
a jest elementem pierwszym, gdy jes´li dzieli iloczyn b · c, to dzieli b lub
dzieli c. Kaz˙dy element pierwszy jest nieredukowalny, lecz nie na odwrót:
dla przykładu w Z[
√−5] element 3 jest nieredukowalny, ale dzieli iloczyn
(2 +
√−5) · (2−√−5) = 9, nie dziela˛c z˙adnego z jego czynników. To sa˛
jedynie bardzo powierzchowne uwagi, bardziej precyzyjny opis musiałby
uwzgle˛dnic´ mnóstwo dalszych faktów z historii algebry.
2. Odkrycie przez Kleina w 1870 roku modelu rzutowego geometrii Łoba-
czewskiego inspirowane było (Juszkiewicz 1977: 219) badaniami analitycz-
nymi nad geometria˛ rzutowa˛ prowadzonymi przez Möbiusa (1827), przy
uwzgle˛dnieniu idei teorio-grupowych. W dalszej perspektywie owocowało
to sformułowaniem przez Kleina jego Programu erlangen´skiego (1872), po-
daja˛cego klasyfikacje˛ róz˙nych geometrii na podstawie grup ich przekształ-
cen´.
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3. Topologia jest stosunkowo młoda˛ dyscyplina˛ matematyczna˛ (uznana zostaje
za osobna˛ dyscypline˛ około roku 1920). Wywodzi sie˛ zarówno z rozwaz˙an´
kombinatorycznych (Euler) jak i geometrycznych (Riemann) oraz z ana-
lizy (Cantor). Pocza˛tkowo rozwaz˙ano otwarte i domknie˛te podzbiory prze-
strzeni euklidesowych i stworzono teorie˛ mnogos´ci (Cantor). Ogólne prze-
strzenie topologiczne pojawiaja˛ sie˛ w pracach Hausdorffa (1914) oraz Ku-
ratowskiego (1922 – definicja akceptowana dzisiaj). W 1906 roku Fréchet
rozwaz˙a przestrzenie nazywane dzis´ metrycznymi (oraz ogólniejsze, zwane
dzis´ przestrzeniami Frécheta). Zarówno metryzowalnos´c´, jak i specyficzne
aksjomaty oddzielania zostaja˛ jednak póz´niej wyrugowane z definicji ogól-
nej przestrzeni topologicznej: w charakterystyce tej ostatniej uwzgle˛dnia
sie˛ obecnie jedynie operator domknie˛cia albo rodzine˛ wszystkich zbiorów
otwartych. Dos´c´ wczes´nie, bo juz˙ pod koniec XIX wieku rozpoczyna sie˛
mys´lenie o topologii takz˙e w terminach algebraicznych, czyli topologia al-
gebraiczna (Poincaré: 1894 – poje˛cie grupy podstawowej, 1895 – homo-
topie i liczby Bettiego; trzy dekady póz´niej – grupy homologii, Noether
oraz inni). Pozwala to m.in. na przyporza˛dkowanie przestrzeniom nieodróz˙-
nialnym w topologii (homeomorficznym) izomorficznych struktur algebra-
icznych, które łatwiej jest charakteryzowac´ rachunkowo. Oprócz topolo-
gii ogólnej oraz algebraicznej szybko rozwijaja˛ sie˛ tez˙ inne działy topolo-
gii: topologia rozmaitos´ci (obejmuja˛ca topologie˛ róz˙niczkowa˛ i teorie˛ we˛-
złów), topologiczna teoria wymiaru. „Mys´lenie topologiczne” zaczyna tez˙
byc´ obecne w innych działach matematyki (np. w analizie).
4. Aksjomaty istnienia duz˙ych liczb kardynalnych motywowane sa˛ – zgodnie
z programem Gödla – powszechnie obecnie podzielanym intuicyjnym prze-
s´wiadczeniem, z˙e powinnis´my dopuszczac´ w teorii mnogos´ci istnienie moz˙-
liwie jak najwie˛kszej liczby zbiorów. Warto moz˙e zauwaz˙yc´, z˙e sa˛ to aksjo-
maty maksymalnos´ci (podobnie jak aksjomat zupełnos´ci w geometrii Hil-
berta), w odróz˙nieniu od rozwaz˙anych wczes´niej, dla róz˙nych celów, aksjo-
matów minimalnos´ci (aksjomat ograniczenia Fraenkla, aksjomat konstru-
owalnos´ci Gödla). Aksjomaty istnienia duz˙ych liczb kardynalnych nie po-
zwalaja˛ na rozstrzygnie˛cie np. hipotezy kontinuum, ale niektóre z nich maja˛
tres´c´ matematyczna˛ istotna˛ w konteks´cie rozwia˛zywania pewnych proble-
mów z róz˙nych dziedzin matematyki (np. badania zbiorów liczb rzeczy-
wistych). Aksjomaty te zwia˛zane sa˛ z moz˙liwos´ciami dowodowymi teorii
ZF i jej rozszerzen´. Pocza˛tkowy opór wielu matematyków wobec rozwa-
z˙ania takich aksjomatów jest obecnie nieco mniejszy: za całkiem rozsa˛dne
przyjmuje sie˛ np. te aksjomaty istnienia duz˙ych liczb kardynalnych, które
sa˛ niesprzeczne z aksjomatem konstruowalnos´ci (a wie˛c np.: liczb nieosia˛-
galnych, Mahlo, słabo zwartych).
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Po trzecie wreszcie, intuicja w działaniu widoczna jest w tych sytuacjach, gdy
poprzez np. rysunki, obrazowe skojarzenia, wskazówki indukcyjne wspomagamy
rozumienie dowodów oraz konstrukcji. Dla przykładu:
1. O elementach filtru mówimy obrazowo, z˙e sa˛ duz˙e (a elementy ideału sa˛
małe).
2. Uniwersa zbiorów przedstawiamy graficznie w postaci rysunku w kształcie
litery „V”. Uniwersa takie moga˛ byc´ „cien´sze” (np. uniwersum konstru-
owalne) lub „szersze” (np. pełna hierarchia kumulatywna zbiorów).
3. Rysunki, diagramy, wykresy stosowane sa˛ w kaz˙dej włas´ciwie dyscyplinie
matematycznej. Nie maja˛ one, rzecz jasna, mocy dowodowej, ale cze˛sto
bywaja˛ wielce pomocne.
4. Czasami chcemy, aby tres´c´ twierdzenia wywoływała jakies´ obrazowe sko-
jarzenia (dla przykładu: nazywamy twierdzenie lematem o przelewaniu).
5. Wspieranie sie˛ intuicja˛ przejawia sie˛ takz˙e w samej terminologii matema-
tycznej, która – choc´ moz˙e przeciez˙ byc´ dowolna – zwykle dobierana jest
tak, aby jakas´ cze˛s´c´ znaczenia wyrazu w je˛zyku potocznym wia˛zała sie˛ ma-
tematyczna˛ tres´cia˛ wprowadzanego poje˛cia (dla przykładu: mówimy o zbio-
rach nigdzie ge˛stych)
2.2 Co mówia˛ matematycy?
Davis i Hersh pisza˛ o róz˙nych znaczeniach, w których matematycy uz˙ywaja˛ ter-
minu intuicja matematyczna (Davis, Hersh 1994: 340–341):
1. Intuicyjnos´c´ jest przeciwstawieniem s´cisłos´ci.
2. Intuicyjnos´c´ oznacza wizualnos´c´.
3. Przy braku dowodu intuicyjne oznacza prawdopodobne lub przekonuja˛ce.
4. Intuicyjne oznacza niekompletne.
5. Intuicyjne oznacza oparte na modelu fizycznym, lub na jakichs´ wioda˛cych
przykładach.
6. Intuicyjne oznacza holistyczne lub całos´ciowe w przeciwstawieniu do szcze-
gółowego lub analitycznego.
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Warto moz˙e zwrócic´ uwage˛, z˙e chyba wszystkie z wymienionych wyz˙ej zna-
czen´ maja˛ jakis´ odcien´ wartos´ciuja˛cy. W domys´le zawsze stawiamy precyzyjny
dowód wyz˙ej od intuicyjnej argumentacji. Oczywis´cie pamie˛tac´ nalez˙y tez˙ o aspek-
tach pragmatycznych: kompletne (lub prawie kompletne) dowody sa˛ wymaganym
standardem w pracach naukowych, natomiast skutecznos´c´ dydaktyki matematyki
zalez˙ec´ moz˙e od umieje˛tnego rozłoz˙enia proporcji mie˛dzy tym co s´cisłe, a tym
co intuicyjne w prezentacji materiału. Ponadto, zwróc´my jeszcze uwage˛ na dwie
sprawy:
1. Odnos´nie zwia˛zków intuicji z oczywistos´cia˛ poczyn´my naste˛puja˛ce uwagi.
Po pierwsze, zdarza sie˛, z˙e stwierdzenia maja˛ce walor oczywistos´ci moga˛
miec´ trudne dowody: dla przykładu dowód twierdzenia Jordana o krzy-
wej zamknie˛tej na płaszczyz´nie (Krzywa zwykła zamknie˛ta na płaszczyz´-
nie dzieli te˛ płaszczyzne˛ na dwa obszary, jeden skon´czony i drugi nieskon´-
czony) jest niezwykle skomplikowany. Samo zas´ twierdzenie wydaje sie˛
całkiem oczywiste. Po wtóre, stwierdzenia, które nie wydaja˛ sie˛ oczywi-
ste (przynajmniej z punktu widzenia jakiejs´ potocznej oczywistos´ci) moga˛
miec´ dowody proste – tu chyba dobrym przykładem jest stosowanie me-
tody przeka˛tniowej. Jest to równiez˙ chyba przypadek twierdzenia ustala-
ja˛cego równolicznos´c´ zbiorów punktów: prostej oraz płaszczyzny. Dalej,
sama prostota sformułowania jakiegos´ stwierdzenia moz˙e nie pozostawac´
w bezpos´rednim zwia˛zku ani z jego intuicyjnos´cia˛, ani z prostota˛ dowodu.
Dla przykładu, sformułowanie Wielkiego Twierdzenia Fermata jest zrozu-
miałe dla uczniów gimnazjum, natomiast jego dowód jest, jak sie˛ okazało po
dos´c´ długim czasie od momentu sformułowania samego problemu, wielce
skomplikowany.
2. Kryterium pie˛kna (konstrukcji matematycznej, dowodu, teorii, itd.) odgry-
wa bardzo duz˙a˛ role˛ w twórczos´ci matematycznej. Jednym z naczelnych re-
gulatorów tej twórczos´ci jest oczywis´cie niesprzecznos´c´. Dla okres´lonych
celów (np. dydaktycznych) poz˙a˛dana jest prostota wywodów. Tworzymy
matematyke˛ dla zaspokojenia naszej ciekawos´ci poznawczej, jednak chcemy
osia˛gac´ ten cel w sposób elegancki, czynia˛cy zados´c´ kryteriom matematycz-
nego pie˛kna. O sprawach tych wypowiadało sie˛ obszernie wielu znanych
matematyków, cze˛sto wskazuja˛c włas´nie na pie˛kno jako inspiracje˛ do okre-
s´lonych badan´.
2.3 „Prawdziwos´c´ z prawdopodobien´stwem 1”
Rozwaz˙my teraz przykład dotycza˛cy naszych przekonan´, z˙e pewne zjawiska maja˛
charakter nieprzewidywalny, chaotyczny, a jednak moz˙emy cos´ powiedziec´ o praw-
dopodobien´stwach, co z kolei miałoby nas upowaz˙niac´, iz˙ rozwaz˙ane stwierdzenie
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jest prawie pewne (pewne z prawdopodobien´stwem 1). Powołamy sie˛ na prezen-
tacje˛ podana˛ w ksia˛z˙ce Davisa i Hersha (Davis, Hersh 1994: 315–321). Rzecz
dotyczy jednego z najwie˛kszych dota˛d nierozwia˛zanych problemów matematyki,
a mianowicie Hipotezy Riemanna.
Funkcja zeta Riemanna jest zdefiniowana dla wszystkich liczb zespolonych (o





Jak wiadomo, ma ona zera dla z = 1 oraz z = −2,−4,−6, . . . Wszystkie pozo-
stałe jej zera musza˛ lez˙ec´ w pasie liczb o cze˛s´ci rzeczywistej mie˛dzy 0 a 1. Hipo-
teza Riemanna głosi, z˙e wszystkie te zera lez˙a˛ na prostej o równaniu Re(z) = 1
2
.
Pokazano (G.H. Hardy), z˙e na tej prostej znajduje sie˛ nieskon´czenie wiele zer
funkcji ζ . Nadto, sprawdzono rachunkowo, z˙e pierwsze dziesia˛tki milionów zer
funkcji ζ lez˙a˛ na tej prostej. Nie jest to jeszcze z˙aden precyzyjny dowód. Znane
sa˛ przypadki stwierdzen´ prawdziwych dla miliardów przypadków pocza˛tkowych
wartos´ci zmiennej, lecz fałszywych w pełnej ogólnos´ci (Littlewood). Dla przy-
kładu, zdanie „n jest mniejsza od 1010 + 1” jest prawdziwe dla pierwszych 1010
liczb naturalnych, a fałszywe dla wszystkich pozostałych. Ponadto, w teorii funk-
cji ζ spotykamy w wielu oszacowaniach iterowany logarytm log log x, a gdy ta
wartos´c´ równa jest, powiedzmy 10, to wartos´c´ x wynosi 1010000, co w praktyce
uniemoz˙liwia przeprowadzenie rachunków, nawet na najszybszych doste˛pnych
maszynach cyfrowych.
W pracy (Good, Churchhouse 1968) podaje sie˛ pewne „powody” (cudzysłów
autorów) natury probabilistycznej, które mogłyby skłaniac´ do uwierzenia w praw-
dziwos´c´ Hipotezy Riemanna. Aby je, choc´by w najwie˛kszym skrócie, przedsta-
wic´, przypomniec´ trzeba jeszcze funkcje˛ Möbiusa µ(x). Dla dowolnej liczby natu-
ralnej x jej wartos´c´ zwia˛zana jest w naste˛puja˛cy sposób z rozkładem x na czynniki
pierwsze:
1. Jes´li jakis´ czynnik w tym rozkładzie liczby x sie˛ powtarza, to przyjmujemy
µ(x) = 0.
2. Jes´li wszystkie czynniki rozkładu sa˛ róz˙ne, to gdy jest ich parzysta liczba,
to niech µ(x) = −1.
3. Jes´li wszystkie czynniki rozkładu sa˛ róz˙ne, to gdy jest ich nieparzysta liczba,
to niech µ(x) = 1.
Niech teraz M(x) be˛dzie równe sumie wszystkich µ(y) dla y 6 x. Wiadomo,
iz˙ Hipoteza Riemanna jest równowaz˙na temu, z˙e M(x) ros´nie nie szybciej niz˙
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stały mnoz˙nik w x
1
2
+ε, przy x da˛z˙a˛cym do nieskon´czonos´ci, gdzie ε jest dowolna˛
liczba˛ rzeczywista˛ wie˛ksza˛ od zera. Mys´limy teraz o funkcjiM(x) jak o zmiennej
losowej. Oczywis´cie kaz˙da konkretna wartos´c´ M(x) jest w pełni okres´lona. „Wy-
gla˛da” jednak ta funkcja losowo, gdyz˙ nie ma tu z˙adnej, jak sie˛ zdaje, regularnos´ci,
za wyja˛tkiem tego, iz˙ wartos´c´ samej funkcja µ jest „z równym prawdopodobien´-
stwem” równa 1 lub −1.
Obliczenie prawdopodobien´stwa, z˙e µ(x) 6= 0 sprowadza sie˛ do wykluczenia
sytuacji, z˙e losowo wybrana liczba x nie zawiera w swoim rozkładzie na czyn-
niki pierwsze z˙adnego kwadratu liczby pierwszej. Nadto, podzielnos´c´ przez jaka˛s´
liczbe˛ pierwsza˛ jest niezalez˙na od podzielnos´ci przez inna˛ liczbe˛ pierwsza˛. Tak









· . . .
Wiadomo, z˙e iloczyn ten ma wartos´c´ 6
pi2
. Mielibys´my z tego zatem, z˙e prawdo-
podobien´stwo, iz˙ µ(x) = 1 wynosi 3
pi2
(i tak samo dla µ(x) = −1). „Wartos´c´
oczekiwana” funkcji µ wynosi 0, gdyz˙ s´rednio jedynki z plusem oraz z minusem
powinny sie˛ znosic´. Wydaje sie˛ wielce nieprawdopodobne, abys´my wybieraja˛c
losowo (oraz niezalez˙nie) bardzo duz˙a˛ liczbe˛ liczb naturalnych dostali dla nich
znacznie cze˛s´ciej wartos´ci 1 (niz˙ pozostałe dwie wartos´ci funkcji µ). Z pewnych
twierdzen´ probabilistycznych wynika, z˙e przy takim wyborze N liczb ich suma
z prawdopodobien´stwem 1 ros´nie nie szybciej niz˙ N
1
2
+ε przy N zmierzaja˛cej do
nieskon´czonos´ci.
Daje to zatem „prawdziwos´c´ z prawdopodobien´stwem 1” Hipotezy Riemanna,
przy naste˛puja˛cym przekonaniu (wraz˙eniu, intuicyjnym załoz˙eniu): tablica warto-
s´ci funkcji µ jest „losowa” („nieprzewidywalna”). Wtedy usprawiedliwione jest
losowe wybranie N liczb, zamiast sumowania wartos´ci funkcji µ dla pierwszych
N argumentów. Moz˙na rzec, z˙e takz˙e pierwsze N wartos´ci funkcji µ sa˛ „próbka˛
losowa˛.”
Good i Churchhouse przeprowadzili niezalez˙ne rachunki, uzyskuja˛c „zadzi-
wiaja˛co bliska˛” zgodnos´c´ z wynikami proponowanego rozwia˛zania heurystycz-
nego. Moz˙na wierzyc´, z˙e zgodnos´c´ ta nie jest przypadkowa (w istocie, jest wie˛ksza
od zgodnos´ci uzyskiwanych w pomiarach w badaniach empirycznych w naukach
s´cisłych), moz˙na tez˙ nazywac´ tego typu uzasadnienia całkowicie absurdalnymi.
2.4 Z´ródła intuicji
Bez wdawania sie˛ w bardziej wnikliwe rozwaz˙ania, chcemy zwrócic´ uwage˛ na
dwa z´ródła intuicji matematycznych:
1. Uposaz˙enie poznawcze. Jestes´my wyposaz˙eni w pewien (niewielki) zestaw
zmysłów; dodatkowo stosujemy róz˙nego rodzaju „podpórki” epistemiczne,
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pozwalaja˛ce na detekcje˛ zjawisk bezpos´rednio naszym zmysłom niedoste˛p-
nych. W jaki sposób percepcja zmysłowa wpłyne˛ła na tworzenie matema-
tyki? Czy gdybys´my byli np. istotami gazowymi w czysto gazowym oto-
czeniu (bez z˙adnych ciał sztywnych), to zbudowalibys´my inna˛ geometrie˛?
Albo: gdybys´my rachowali nie na liczbach naturalnych lecz, powiedzmy na
obrotach (w przestrzeni trójwymiarowej), to czy naturalna byłaby dla nas
arytmetyka z nieprzemiennym mnoz˙eniem (jak w algebrze kwaternionów)?
Moz˙na oczywis´cie uwaz˙ac´ takie eksperymenty mys´lowe za bezwartos´ciowe
dywagacje. Sa˛dzimy jednak, z˙e maja˛ one znaczenie dla poszukiwania odpo-
wiedzi zarówno na pytanie, czy moz˙liwa jest wyła˛cznie jedna matematyka,
jak i na znane pytanie o skutecznos´c´ matematyki w opisie przyrody.
2. Przemoc symboliczna szkoły. Elementarne intuicje matematyczne sa˛ nam
narzucane przez szkołe˛. Nauczanie matematyki polega na rozwia˛zywaniu
zadan´ i analizie przykładów – nie jest to wie˛c nauczanie „pamie˛ciowe”,
lecz raczej „interaktywne”. Poprawne rozwia˛zania sa˛ nagradzane, niepo-
prawne korygowane. Niepos´lednia˛ role˛ odgrywa tu zatem perswazja od-
wołuja˛ca sie˛ do autorytetu. Nauczanie matematyki próbuje sie˛ dostosowac´
do ustalen´ psychologii poznawczej. W cia˛gu ostatnich, powiedzmy, dwu-
stu lat programy nauczania podlegały wielu zmianom, zwia˛zanym zarówno
z rozwojem samej matematyki, jak i czynnikami natury technologicznej,
politycznej oraz ustaleniami z dziedziny psychologii poznawczej i teorii
dydaktyki. Od nauczania „wzorowanego na Euklidesie” przechodzono do
nauczania uwzgle˛dniaja˛cego metody indukcyjne i heurystyczne, propono-
wano system New Math, propaguja˛cy matematyke˛ nowoczesna˛, póz´niej od
tego systemu odchodzono, itd.
Oczywistym z´ródłem klarowania sie˛ pewnych intuicji matematycznych jest
praktyczna działalnos´c´ człowieka zwia˛zana z liczeniem oraz mierzeniem. To wła-
s´nie z niej wyrastaja˛ arytmetyka i geometria, pierwsze działy matematyki, które
próbowano systematyzowac´. Inspiracje dla wykształcenia sie˛ intuicji matema-
tycznych płyna˛ równiez˙ z innych dyscyplin, przede wszystkim z róz˙nych działów
fizyki. Rozwaz˙ania dotycza˛ce ruchu oraz zmiany lez˙a˛ wszak u podstaw analizy
matematycznej. Klasa tych inspiracji jest niezwykle obszerna. Jak wiadomo z hi-
storii nauki, matematyka czasem nie nada˛z˙a, czasami zas´ wyprzedza rozwaz˙ania
w naukach empirycznych.
Przywołajmy w tym konteks´cie – po cze˛s´ci zabawny, po cze˛s´ci chyba jed-
nak trafiaja˛cy w sedno rzeczy – przykład omawiany w (Barrow 1996). Na po-
cza˛tku rozdziału 5 ksia˛z˙ki (Barrow 1996), w punkcie Matematyka z kosmosu au-
tor przedstawia hipotetyczna˛ sytuacje˛, w której otrzymujemy sygnały s´wiadcza˛ce
o istnieniu inteligencji pozaziemskiej. Najpierw dostarczone zostaja˛ spisy tres´ci
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dokumentów, które maja˛ nadejs´c´ póz´niej. Zawieraja˛ one zapowiedz´ zarówno zna-
nych nam twierdzen´ matematycznych, jak tez˙ rozwia˛zan´ mnóstwa hipotez, o któ-
rych prawdziwos´ci nic dzisiaj nie wiemy (Hipoteza Riemanna, Hipoteza Goldba-
cha, itd.). Wywołuje to zrozumiałe podniecenie ws´ród matematyków. Gdy jednak
obiecane dokumenty w kon´cu docieraja˛, matematycy ziemscy sa˛ rozczarowani.
Otóz˙ inteligencja, które je przysłała ma całkowicie inna˛ wizje˛ matematyki niz˙
my: traktuje mianowicie matematyke˛ jako nauke˛ czysto empiryczna˛. Stwierdzenia
(takie jak np. Hipoteza Riemanna lub Hipoteza Goldbacha) sa˛ sprawdzane w bar-
dzo duz˙ej liczbie przypadków, przez niezwykle szybkie komputery i uznawane
za prawdziwe, gdy owe miliardy miliardów miliardów przypadków je potwier-
dzaja˛. Poziom technologii kosmitów okazał sie˛ o wiele bardziej zaawansowany
od naszego. Ich całkowicie empiryczne podejs´cie do matematyki nie stanowiło
tu z˙adnej przeszkody, wre˛cz przeciwnie. Co prawda niektórzy (nieliczni!) z ko-
smicznych filozofów zastanawiali sie˛ czasem, czy nie byłoby warto znalez´c´ ja-
kies´ sposoby upewniania sie˛, z˙e prawdy ich matematyki stosuja˛ sie˛ we wszystkich
przypadkach, ale takie podejs´cie uznawano raczej za przeszkode˛ w rozwoju ich
nauki: nalez˙ałoby wtedy przeciez˙ odrzucic´ wiele uznawanych dota˛d za prawdziwe
wyników. Jest to wizja matematyki całkowicie odmienna od tej, do której przy-
wyklis´my. Taka empiryczna matematyka pozaziemska miałaby sie˛ opierac´ zatem
wyła˛cznie na intuicji, sprytnie planowanych eksperymentach oraz sprawdzaniu
zachodzenia hipotez w wystarczaja˛co duz˙ej (dla potrzeb praktycznych) liczbie
przypadków.
2.5 Intuicja a procedury badawcze matematyki
W rozumowaniach matematycznych – przy tworzeniu nowych poje˛c´ lub teorii –
stosuje sie˛ róz˙ne techniki. Bardzo waz˙na˛ taka˛ procedura˛ jest uogólnianie. Rów-
niez˙ odwołania sie˛ do analogii pełnia˛ w tym zakresie niebagatelna˛ role˛ twórcza˛.
Jak jednak obie te procedury – uogólnianie oraz analogia – maja˛ sie˛ do mys´lenia
w kategoriach intuicji matematycznej? Czy owa intuicja nimi steruje, podpowiada
włas´ciwy kierunek rozumowania? Czy tez˙ sa˛ to procedury całkowicie od intuicji
niezalez˙ne? Zwróc´my uwage˛, z˙e:
1. Procedure˛ uogólniania moz˙na dos´c´ dobrze scharakteryzowac´. Pocza˛tkowo
badamy np. pewna˛ szczególna˛ strukture˛ matematyczna˛, a póz´niej (powiedz-
my pomijaja˛c jej wybrane własnos´ci) przechodzimy do badania całej klasy
struktur o własnos´ciach bardziej ogólnych.
2. Pewnym aspektem rozumowan´ przez analogie˛ sa˛ odwołania do poje˛c´ izo-
morfizmu lub homomorfizmu. W tym sensie, równiez˙ analogie daja˛ sie˛ dos´c´
dobrze scharakteryzowac´.
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3. Intuicja matematyczna pozostaje tajemnicza. Nie dysponujemy ani zesta-
wem reguł dedukcyjnych, ani reguł algorytmicznych, które wyznaczałyby
działanie intuicji matematycznej.
Nie potrafimy w tym momencie zebrac´ i uporza˛dkowac´ refleksji na temat
zwia˛zków trzech poje˛c´ tego punktu. Strona wolframscience.com podaje jako przy-
kład cia˛gu uogólnien´ rozwijanie poje˛cia liczby, wyliczaja˛c 34 etapy, na których
wprowadzano poje˛cia zwia˛zane z tymi uogólnieniami.
Pisze sie˛ przy tym, z˙e w takich uogólnieniach nie tylko rozszerzano dziedzine˛
(dla wykonywania okres´lonych operacji), ale starano sie˛ równiez˙ zachowac´ tak
wiele twierdzen´, jak to tylko moz˙liwe, zgodnie z Principle of Permanence oma-
wiana˛ w 1830 roku przez George’a Peacocka i rozszerzona˛ w 1869 roku przez
Hermanna Hankela.
Uogólnienia stanowia˛ jedno ze z´ródeł nowych twierdzen´ w matematyce. Da˛z˙y
sie˛ do przedstawienia problemu, konstrukcji, argumentacji w moz˙liwie najwie˛k-
szej ogólnos´ci, wyprowadzaja˛c potem twierdzenia o konkretnych strukturach jako
szczególne przypadki twierdzen´ ogólnych. Moz˙e to sugerowac´, z˙e odchodzimy
w takich uogólnieniach od dobrze wykształconych intuicji matematycznych, zwia˛-
zanych z konkretna˛ struktura˛ (np. liczbowa˛ lub geometryczna˛). Ale moz˙na tez˙
uwaz˙ac´, z˙e wykształcamy przy uogólnieniach nowe intuicje matematyczne, obej-
muja˛ce szerszy zakres zjawisk.
Jednym z matematycznych odpowiedników poje˛cia analogii jest wykorzysty-
wane w teorii kategorii poje˛cie funktora. Przypomnijmy, funktor jest odwzorowa-
niem z jednej kategorii w druga˛, odwzorowaniem, które pozwala niejako „prze-
kładac´” stwierdzenia o jednego rodzaju obiektach (np. przestrzeniach topologicz-
nych) na stwierdzenia o obiektach innego rodzaju (np. grupy).
Obok uogólniania oraz analogii rozwaz˙ac´ moz˙na inne jeszcze metody stano-
wia˛ce podstawe˛ dla twórczos´ci matematycznej ba˛dz´ wspomagaja˛ce taka˛ twór-
czos´c´. Mys´lec´ moz˙na np. o róz˙nego rodzaju metodach heurystycznych, które mia-
łyby naprowadzac´ matematyka szukaja˛cego rozwia˛zania problemu na cel.
Choc´ moz˙e to nie byc´ widoczne w ostatecznej redakcji tekstu matematycz-
nego, zdarza sie˛ i tak, z˙e rozwia˛zanie problemu bywa podsuwane mniej lub bar-
dziej formalnymi metodami odwołuja˛cymi sie˛ do rozwaz˙enia kilku, kilkunastu,
lub wie˛kszej jeszcze liczby przypadków potwierdzaja˛cych teze˛ twierdzenia ogól-
nego, którego dowodu szukamy. Pamie˛tamy oczywis´cie, z˙e z˙adna skon´czona licz-
ba przypadków sprzyjaja˛cych nie stanowi dowodu twierdzenia ogólnego (choc´
jeden tylko kontrprzykład wystarcza do jego obalenia), ale obserwacja narzucaja˛-
cych sie˛ regularnos´ci moz˙e stanowic´ impuls do formułowania, a póz´niej poszuki-
wania dowodu twierdzen´ ogólnych.
W jednym z wyz˙ej przytoczonych rozumien´ terminu intuicja matematyczna
przez samych matematyków pojawiły sie˛ poje˛cia: modelu fizycznego oraz wio-
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da˛cego przykładu. Te poje˛cia odegrały istotna role˛ np. w rozwoju rachunku nie-
skon´czonos´ciowego w analizie matematycznej. Dla przykładu, pierwsza i druga
pochodna funkcji była interpretowana w terminach pre˛dkos´ci oraz przyspieszenia,
odpowiednio. W dalszym rozwoju analizy matematycznej inspiracje z fizyki poja-
wiaja˛ sie˛ nieustannie, przy czym czasem matematyka wyprzedza fizyke˛, a czasem
jest włas´nie na odwrót. Wreszcie, całkiem moz˙liwe sa˛ sytuacje, gdy matematyka
oraz fizyka ida˛, by tak rzec, całkiem innymi drogami, po pewnym czasie znowu
sie˛ spotykaja˛c.
Rozwaz˙ania geometryczne, zgodnie zreszta˛ z etymologia˛ tego terminu, zapo-
cza˛tkowane były, jak moz˙na rozsa˛dnie przypuszczac´, problemami czysto prak-
tycznymi, zwia˛zanymi z mierzeniem długos´ci, powierzchni oraz obje˛tos´ci. Widzi-
my geometrie˛ (Euklidesa) jako juz˙ gotowy system, z wyraz´nie podanymi aksjo-
matami oraz twierdzeniami zaopatrzonymi w wyraz´nie podane dowody. Dzisiaj
trudno chyba (o ile jest to w ogóle moz˙liwe) ustalic´, jaka kumulacja konkretnych
obserwacji zwia˛zanych z pomiarami dostarczyła wystarczaja˛cej bazy dla rewolu-
cyjnego, jakos´ciowo nowego uje˛cia tego materiału w system dedukcyjny.
Zdarza sie˛, z˙e cała dyscyplina matematyczna wyrasta pocza˛tkowo wyła˛cznie
na potrzeby opisu i wytłumaczenia pewnej klasy zjawisk czysto empirycznych,
a dopiero póz´niej uzyskuje własna˛, wewne˛trzna˛, matematyczna˛ dynamike˛ roz-
woju. Tak rzecz sie˛ miała np. z rachunkiem prawdopodobien´stwa oraz statystyka˛
matematyczna˛. Sa˛ to dyscypliny stosunkowo młode, inaczej niz˙ geometria. Widac´
wie˛c w ich przypadku wyraz´niej owa˛ dynamike˛ rozwoju teorii. Podobnie rzecz
sie˛ ma np. z teoria˛ grafów.
Osobna˛ klase˛ eksperymentów stanowia˛ eksperymenty mys´lowe. Interesuja˛cym
przykładem takiego rodzaju eksperymentowania, odnosza˛cym sie˛ do rozwaz˙an´ to-
pologicznych sa˛ np. rozwaz˙ania dotycza˛ce Płaskos´wiata.
Do nowych twierdzen´ matematycznych dochodzi sie˛ róz˙nymi drogami. Cza-
sami rozwaz˙enie pewnej liczby przypadków szczególnych sugeruje przypuszcze-
nie, z˙e moz˙na sformułowac´ bardziej ogólne twierdzenie. Dobrych przykładów do-
starcza tu chyba teoria liczb: znajdujemy regularnos´ci w pewnej liczbie przypad-
ków i odwaz˙nie stawiamy hipoteze˛ ogólna˛, z˙e zaobserwowana regularnos´c´ za-
chodzi dla wszystkich liczb naturalnych. Intuicyjne jest zatem w takim przypadku
indukcyjne dochodzenie do sformułowania ogólnej prawidłowos´ci; jej dowód jest
uzyskiwany juz˙ na drodze dedukcyjnej.
W pewnych okresach (po kumulacji wyników) sporo uwagi pos´wie˛ca sie˛ uzys-
kiwaniu nowych dowodów dla twierdzen´ juz˙ udowodnionych. Nie jest to rzecz ja-
sna okazywanie podejrzliwos´ci istnieja˛cym dowodom. Najcze˛s´ciej chodzi o uzys-
kiwanie dowodów prostszych, bardziej eleganckich (wedle obowia˛zuja˛cych w da-
nym okresie kryteriów estetycznych), czynionych przy słabszych załoz˙eniach, itd.
Chciałoby sie˛ (metaforycznie) rzec, z˙e w takich przypadkach próbujemy dokony-
wac´ melioracji intuicji matematycznych.
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Zarówno w dowodach twierdzen´ polegaja˛cych na uogólnianiu, jak i twierdzen´
odwołuja˛cych sie˛ do analogii intuicje matematyczne pełnia˛ role drogowskazów
dla roboty dedukcyjnej. Wybór kierunku, w którym uogólnia sie˛ jakis´ wynik nie
jest wszak całkowicie arbitralny – uogólnienie musi miec´ dobrze okres´lony sens
matematyczny, prowadzic´ do szerszej klasy struktur wyodre˛bnianych w jakis´ na-
turalny sposób. Podobnie przy rozumowaniach przez analogie˛: wybrac´ nalez˙y ja-
kies´ istotne cechy struktur z jednej dziedziny, które przenosimy na ich odpowied-
niki dla struktur innej dziedziny.
Chyba dos´c´ rzadko zdarzaja˛cym sie˛ przypadkiem jest ten, gdy nowe twier-
dzenia uzyskujemy jedynie przez odwołanie sie˛ do czysto zewne˛trznej, symbo-
licznej postaci innych twierdzen´ i ustalen´ dotychczasowych. Istotnie nowe, po-
siadaja˛ce głe˛bsza˛ tres´c´ matematyczna˛ twierdzenia powstaja˛ bodaj prawie zawsze
jako dedukcyjne potwierdzenie wprzódy posiadanych intuicji matematycznych.
Twierdzenia sa˛ przekładem owych intuicji na komunikowalny intersubiektywnie
formalizm, a ich dowody dostarczaja˛ uzasadnienia (wedle przyje˛tych reguł) dla
w ten sposób precyzyjnie wyraz˙onej wiary w intuicyjne przekonania.
3 Zmiennos´c´ intuicji
Intuicje potoczne (codziennego dos´wiadczenia) sa˛ dos´c´ stabilne, natomiast intu-
icje matematyczne – przynajmniej w odniesieniu do zawodowych matematyków
– sa˛ dynamiczne, podlegaja˛ zmianom. Zmiany te warunkowane sa˛ zarówno po-
przez nowe wyniki matematyczne, jak i poprzez napotykanie antynomii lub para-
doksów. Przywołajmy kilka przykładów:
1. Przekonanie, z˙e kaz˙da własnos´c´ wyznacza zbiór. Prowadzi, jak wiadomo,
do antynomii. Zostaje póz´niej (w aksjomatycznej teorii mnogos´ci Zermela-
Fraenkla) zasta˛pione przekonaniem (wyraz˙onym w aksjomacie wyróz˙nia-
nia), z˙e własnos´ci wyznaczaja˛ podzbiory juz˙ wprzódy danych zbiorów.
2. Przekonanie, z˙e granica punktowa cia˛gu funkcji cia˛głych jest funkcja˛ cia˛gła˛
(jak w jednej z prac napisał Cauchy). Jak pokazał Dirichlet, trzeba w za-
łoz˙eniu zasta˛pic´ zbiez˙nos´c´ punktowa˛ mocniejszym warunkiem zbiez˙nos´ci
jednostajnej.
3. Przekonanie, z˙e to co prawdziwe jest dla wszystkich wyrazów cia˛gu, praw-
dziwe jest tez˙ dla jego granicy (z˙ywione przez matematyków jeszcze w wie-
ku XVIII).
4. Przekonanie, z˙e wszystkie równania algebraiczne jednej zmiennej posiadaja˛
rozwia˛zania podane przez pierwiastniki. W wieku XVI znane były takie
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rozwia˛zania dla równan´ stopnia 6 4. Wierzono (Euler, Bézout, Lagrange),
z˙e moz˙na podac´ ogólna˛ metode˛ pierwiastników, jednak dopiero Paolo Ruf-
fini pokazał (1799), iz˙ jest to niemoz˙liwe dla równan´ stopnia > 5; jego nie
całkiem s´cisły dowód poprawił Niels Abel (1824), a podstawy ogólnej teorii
naszkicował Évariste Galois.
5. Przekonanie, z˙e geometria euklidesowa jest prawdziwa˛ geometria˛, z˙e opi-
suje adekwatnie przestrzen´ fizyczna˛. Okrycie (skonstruowanie?) geometrii
nieeuklidesowych ukazało, z˙e moz˙liwe sa˛ inne jeszcze systemy geometrii.
To, jaki system geometrii adekwatnie przystaje do rzeczywistos´ci fizycznej
(globalnie, ba˛dz´ w ustalonej skali) jest oczywis´cie problemem pozamatema-
tycznym. Zwróc´my uwage˛, z˙e oprócz skonstruowania systemów geometrii
nieeuklidesowych (Gauss, Bolayi, Łobaczewski) badano równiez˙ ogólne
poje˛cie krzywizny przestrzeni (Riemann, który wykorzystywał pewne po-
mysły Gaussa); poszczególne typy geometrii sa˛ wtedy wyznaczone przez
własnos´c´ ogólna˛: krzywizna dodatnia, ujemna ba˛dz´ zerowa.
6. Przekonanie, z˙e wszystkie problemy matematyczne sa˛ rozstrzygalne oraz
z˙e moz˙liwy jest dowód niesprzecznos´ci całos´ci matematyki, w dodatku do-
wód finitarny. Stanowiło to ja˛dro programu Hilberta. Jak pokazały wyniki
Gödla, Turinga, Tarskiego i innych, program ten w całos´ci nie moz˙e zostac´
zrealizowany; moz˙liwe sa˛ jednak jego cze˛s´ciowe realizacje. W kaz˙dym ra-
zie wiadomo, iz˙ całos´ci matematyki nie moz˙na uja˛c´ w jednym finitarnym,
niesprzecznym i rozstrzygalnym systemie.
Czy zmiennos´c´ z˙ywionych przez nas intuicji matematycznych jest wyła˛cznie
liniowa, w tym sensie, z˙e dodajemy, wyrzucamy, zmieniamy pewne intuicje, ale
nie stajemy przed sytuacja˛ wyboru: albo jedna intuicja, albo inna? Rozwaz˙yc´ przy
tym warto chyba oba przypadki:
1. mamy do wyboru dwie róz˙ne intuicje, które nie sa˛ wzajem sprzeczne (ani
nawet sie˛ wzajemnie nie wykluczaja˛);
2. mamy do wyboru dwie róz˙ne intuicje, które sie˛ nawzajem wykluczaja˛ (w
szczególnos´ci, sa˛ wzajem sprzeczne).
Z pierwsza˛ sytuacja˛ mielis´my byc´ moz˙e do czynienia np. w dwóch róz˙nych
koncepcjach staroz˙ytnych: tej proponowanej przez Teajtetosa oraz tej drugiej, pro-
mowanej przez Eudoksosa. Chodziło, przypomnijmy, o opisy wielkos´ci tego sa-
mego rodzaju (oraz proporcje). We współczesnym sformułowaniu moglibys´my
zapewne mówic´ o dwóch sposobach wprowadzania poje˛cia liczby rzeczywistej.
Jak pokazuje rozwój matematyki, to koncepcja Eudoksosa zwycie˛z˙yła. Dede-
kind definiuja˛c liczby rzeczywiste z wykorzystaniem swojej metody przekrojów
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włas´ciwie rozwina˛ł mys´l Eudoksosa. To rozwinie˛cie było przy tym istotne, gdyz˙
nie tylko kaz˙da liczba rzeczywista jest przekrojem, ale takz˙e kaz˙dy przekrój jest
liczba˛ rzeczywista˛, a tego drugiego warunku u Eudoksosa przecie nie było.
O róz˙nych intuicjach moz˙emy tez˙ chyba mówic´ u twórców rachunku róz˙nicz-
kowego: Sir Izaaka Newtona oraz Tajnego Radcy Wilhelma von Leibniza. Newton
róz˙niczkował równania. Wielkos´ci zmienne (w jego terminologii: fluenty) były
zalez˙ne od czasu jako parametru. Pochodne tych wielkos´ci (fluksje) liczone były
włas´nie wzgle˛dem czasu. Podejs´cie Newtona inspirowane było geometria˛ oraz
kinematyka˛. Newton rachował na dobrze okres´lonych wielkos´ciach. Styczna była
u niego granica˛ siecznych. Solidne podstawy matematyczne podejs´cie Newtona
uzyskało dopiero w momencie dokonania arytmetyzacji analizy w wieku XIX.
Inspiracje von Leibniza były natury arytmetycznej. Leibniz postulował istnie-
nie wielkos´ci nieskon´czenie małych i to na nich dokonywał rachunków. Róz˙nicz-
kował funkcje, a nie równania. Ponadto, podawał metafizyczne uzasadnienia dla
rachunku nieskon´czonos´ciowego, wia˛z˙a˛c wielkos´ci z odpowiadaja˛cymi im mo-
nadami. Zasady rachunku na monadach pozwalaja˛ na dos´c´ sprawne i czysto me-
chaniczne obliczanie pochodnych dla wielu funkcji. Leibniz wprowadził dogodna˛
notacje˛, która˛ posługujemy sie˛ do dzis´. Jak pisze Marek Kordos (Kordos 2005:
160), formalna strona analiz von Leibniza została przyje˛ta, odrzucono natomiast
(w matematyce ówczesnej) jej uzasadnienia oraz filozofie˛ wspieraja˛ca˛ te metody.
Solidnych podstaw matematycznych dla rachunku wielkos´ci nieskon´czenie ma-
łych dostarczyła analiza niestandardowa, rozwijana od drugiej połowy wieku XX.
Z potencjalnym rozgałe˛zianiem sie˛ intuicji matematycznych mamy natomiast
do czynienia w przypadku niektórych zdan´ nierozstrzygalnych ψ, gdy nie potra-
fimy wskazac´, które ze zdan´: ψ czy tez˙ ¬ψ jest prawdziwe (w ustalonym modelu;
przypomnijmy, z˙e w przypadku zdania Gödla potrafimy to zrobic´ w odniesieniu
do modelu standardowego arytmetyki). Takim zdaniem jest, jak wiadomo, hipo-
teza kontinuum. Zauwaz˙my jednak, iz˙ nigdy w historii teorii mnogos´ci nie decy-
dowano sie˛ na przyje˛cie ba˛dz´ hipotezy kontinuum, ba˛dz´ jej negacji jako kolejnego
aksjomatu. Pozostawiamy sobie nadzieje˛, z˙e byc´ moz˙e rozwój teorii mnogos´ci
dostarczy takich aksjomatów, które hipoteze˛ te˛ pozwola˛ rozstrzygna˛c´ (moz˙e przy
zmianie je˛zyka i s´rodków dowodowych). Byc´ moz˙e to praktyka matematyczna,
odzwierciedlona w konsekwencjach hipotezy kontinuum ba˛dz´ jej zaprzeczenia
be˛dzie miała tu głos decyduja˛cy. Moz˙e warto jeszcze dodatkowo zwrócic´ uwage˛
na to, z˙e o istnieniu zdan´ nierozstrzygalnych w bogatszych teoriach matematycz-
nych wiemy od stosunkowo niedawna.
Czy moz˙e zdarzyc´ sie˛ tak, z˙e proponowane z osobna nowe aksjomaty dla teo-
rii mnogos´ci be˛da˛ sobie nawzajem przeczyc´? Nie mamy przy tym na mys´li przy-
padku hipotezy kontinuum oraz jej zaprzeczenia. Chodzi raczej o sytuacje˛, gdy
mamy dwa zdania, ϕ oraz ψ (które nie sa˛ konsekwencjami aksjomatów ZF) takie,
z˙e:
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1. Kaz˙de z tych zdan´ wyraz˙a jakies´ waz˙ne intuicje matematyczne dotycza˛ce
zbiorów, kaz˙de wydaje sie˛ byc´ kandydatem na całkiem naturalne załoz˙enie
o zbiorach.
2. Zarówno za przyje˛ciem ϕ, jak i za przyje˛ciem ψ przemawiaja˛ jakies´ racje
natury matematycznej: kaz˙de z tych zdan´ ma interesuja˛ce konsekwencje,
które sa˛ istotnie wykorzystywane w obszernych fragmentach matematyki.
3. ϕ jest sprzeczne z ψ.
Nie widac´ z˙adnych powodów, aby istnienie takich zdan´ z góry wykluczyc´.
Czy jednak moz˙na obecnie podac´ stosowne przykłady? Cze˛s´ciowo odpowiada
temu przypadkowi para zdan´ AC oraz AD, gdzie AC jest aksjomatem wyboru,
natomiast AD jest aksjomatem determinacji. Poz˙ytki z aksjomatu wyboru sa˛ po-
wszechnie znane. Aksjomat determinacji jest atrakcyjny np. z punktu widzenia
teorii miary. Implikuje on, z˙e kaz˙dy podzbiór odcinka jednostkowego [0, 1] zbioru
liczb rzeczywistych jest mierzalny w sensie Lebesgue’a. Jego konsekwencjami
sa˛ tez˙ inne jeszcze waz˙ne stwierdzenia o zbiorach liczb rzeczywistych, o licz-
bach kardynalnych, o dowodliwos´ci w ZF. Tak wie˛c, AC oraz AD, be˛da˛c wzajem
sprzecznymi, wyraz˙aja˛ jednak, kaz˙dy z osobna, istotne intuicje matematyczne. Ich
rola w teorii mnogos´ci jest jednak nierówna. Aksjomat wyboru jest bardziej pod-
stawowy, odnosi sie˛ do wszelkich zbiorów. Natomiast aksjomat determinacji AD
dotyczy włas´ciwie podzbiorów przestrzeni Baire’a. Aksjomat determinacji (My-
cielskiego-Steinhausa) nie jest ogólnym aksjomatem teorii mnogos´ci. Ponadto,
ZF wraz ze zdaniem mówia˛cym o zdeterminowaniu kaz˙dej gry (dla dowolnych
zbiorów, nie tylko podzbiorów przestrzeni Baire’a) jest sprzeczna.
Zwykle przywołuje sie˛ trzy klasyczne przykłady, ukazuja˛ce koniecznos´c´ zmia-




W pierwszym z tych przypadków zmiana intuicji (dotycza˛cych poje˛cia liczby)
dokonywała sie˛ dos´c´ długo – rozsa˛dne jest załoz˙yc´, z˙e dopiero w wieku XIX usta-
lono precyzyjne rozumienie poje˛cia liczby rzeczywistej (choc´ pewne uogólnienia
formułowane były dopiero w wieku XX). Paradoksy nieskon´czonos´ci zwia˛zane
były zarówno z faktem (dostrzeganym np. przez Proklosa, Galileusza, Bolzane˛)
równolicznos´ci zbiorów nieskon´czonych z ich cze˛s´ciami włas´ciwymi, jak równiez˙
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z wykorzystywaniem tego faktu w rozwaz˙aniach geometrycznych, np. dla sofi-
stycznych sztuczek odnosza˛cych sie˛ do rzekomej równos´ci miary róz˙nych obiek-
tów geometrycznych, czy wreszcie z rozwaz˙aniami dotycza˛cymi natury konti-
nuum geometrycznego. Obecnie operowac´ moz˙emy kilkoma poje˛ciami nieskon´-
czonos´ci (np. Dedekinda, von Neumanna, Tarskiego) i stare paradoksy zostały,
moz˙na rzec, oswojone i rozwikłane. Osobna˛ sprawa˛ jest oczywis´cie dyskusja do-
tycza˛ca zasadnos´ci przyjmowania w teorii mnogos´ci aksjomatów istnienia bardzo
duz˙ych liczb kardynalnych. Antynomia Russella została z teorii mnogos´ci wy-
eliminowana poprzez narzucenie stosownego ograniczenia na postac´ aksjomatu
wyróz˙niania, jak wiadomo.
Czy współczes´nie napotykamy na paradoksy w matematyce? Wyliczmy nie-
które z wyników, które czasami opatruje sie˛ etykietka˛ „paradoksalne”. Przykłady
dobrane sa˛ troche˛ ad hoc, bez jakiegokolwiek zamiaru systematycznos´ci prezen-
tacji:
1. Paradoks Banacha-Tarskiego. Twierdzenie, udowodnione przez Banacha
i Tarskiego głosi, z˙e kule˛ trójwymiarowa˛ moz˙na podzielic´ na skon´czona˛
liczbe˛ cze˛s´ci, z których poprzez izometrie otrzymac´ moz˙na dwie kule, kaz˙da
o mierze równej kuli wyjs´ciowej. Paradoksalnos´c´ tego wyniku – z punktu
widzenia potocznych intuicji – jest oczywista. Nalez˙y jednak pamie˛tac´, z˙e
wynik ten otrzymujemy wykorzystuja˛c s´rodki nieefektywne (aksjomat wy-
boru) oraz z˙e cze˛s´ci, z których składamy owe dwie kule sa˛ „bardzo dziwne”,
z punktu widzenia intuicji potocznych (nie sa˛ mierzalne w sensie Lebes-
gue’a).
2. Paradoks Smale’a. Sfere˛ dwuwymiarowa˛ moz˙na „przenicowac´” na druga˛
strone˛ w przestrzeni trójwymiarowej. Problem ma oczywis´cie precyzyjny
opis analityczny, odwołuja˛cy sie˛ do homotopii zanurzen´ sfery S2 w prze-
strzen´R3. Moz˙liwe sa˛ takz˙e „wizualizacje” tego procesu. Dopuszczalne jest
przy tym „samoprzenikanie” sie˛ przekształcanej sfery, natomiast wykluczo-
ne zostaje tworzenie pewnych nieregularnos´ci. Wynik ten przeczy, rzecz
jasna, intuicjom potocznym. Dodajmy, z˙e „przenicowanie” okre˛gu S1 na
płaszczyz´nie nie jest wykonalne.
3. Paradoksy probalistyczne i statystyczne. Zwróc´my uwage˛, z˙e wszyscy czu-
jemy sie˛ intuicyjnymi statystykami: zdaje nam sie˛ na ogół, z˙e potrafimy
(bezrefleksyjnie!) poprawnie ocenic´ prawdopodobien´stwa. Tak oczywis´cie
nie jest: szukane prawdopodobien´stwa trzeba policzyc´. Znakomitym (i dos´c´
powszechnie znanym) przykładem pułapki w ocenie prawdopodobien´stw
jest np. tzw. Monty Hall Problem. Innego przykładu dostarczaja˛ cia˛gi von
Misesa. Cia˛gi zerojedynkowe, w których prawdopodobien´stwo wysta˛pienia
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nieskon´czenie dystrybytuwnymi, a cia˛gami von Misesa nazywamy kaz˙dy
nieskon´czony cia˛g zerojedynkowy, którego dowolny podcia˛g nieskon´czony
(a zatem jakkolwiek wybrany) jest nieskon´czenie dystrybutywny. Bez głe˛b-
szej analizy matematycznej mogłoby sie˛ zdawac´, z˙e cia˛gi von Misesa sa˛
dobrymi kandydatami na (intuicyjnie rozumiane) cia˛gi całkowicie losowe,
nie wykazuja˛ce wie˛c z˙adnych regularnos´ci. Zachodzi jednak twierdzenie,
udowodnione przez Josepha Dooba: cia˛gi von Misesa nie istnieja˛. Podane
przez nas warunki okazały sie˛ zatem razem wewne˛trznie sprzeczne, choc´
mogłoby sie˛ wydawac´, z˙e staralis´my sie˛ przeciez˙ zachowac´ pełen obiekty-
wizm w próbie podania definicji obiektu całkowicie losowego.
4 Standard, wyja˛tek, patologia
W jakim sensie moz˙na (i czy trafnie) powiedziec´, z˙e intuicja matematyczna po-
da˛z˙a za standardem, za norma˛, za zwyczajnos´cia˛? Czy sa˛ (i jakie) róz˙nice mie˛dzy
intuicyjnym a oswojonym? Poje˛cia: standard oraz patologia sa˛ wyróz˙niane przy
uz˙yciu czynników pragmatycznych, nie zawsze klarownych. Natomiast terminy:
wyja˛tek oraz kontrprzykład moz˙na okres´lic´ dos´c´ precyzyjnie (choc´ jakis´ obiekt
moz˙e byc´ jednoczes´nie wyja˛tkiem i patologia˛). Wszystkie te poje˛cia odnosimy
przy tym do obiektów matematycznych, a nie np. do zachowan´ matematyków.
4.1 Standard
Bardzo cze˛sto w tekstach matematycznych spotykamy okres´lenie „dobrze sie˛ za-
chowuja˛cy” (well behaved), w odniesieniu np. do: funkcji, przestrzeni, zbiorów,
struktur algebraicznych. Nie ma to okres´lenie z˙adnej precyzyjnej definicji, przy-
dawane mu znaczenie zalez˙y m.in. od: celów rozwaz˙anej teorii, odczuc´ este-
tycznych matematyków, czy wreszcie „mody” matematycznej ustalonego okresu.
Zdarza sie˛, z˙e to, co było uwaz˙ane za odbiegaja˛ce od standardu, za patologiczne
w pewnym okresie, staje sie˛ póz´niej dobrze wyodre˛bnionym działem matematyki
– pomys´lmy np. o: liczbach niewymiernych, liczbach urojonych, obiektach frak-
talnych.
Ze wzgle˛du na przydatnos´c´ w zastosowaniach, moz˙na na przykład rzec, z˙e
ciała zachowuja˛ sie˛ lepiej niz˙ piers´cienie, a funkcje rekurencyjne sa˛ lepsze od
całkiem dowolnych funkcji. Podobnie, w analizie matematycznej lub topologii
moz˙na orzekac´, iz˙ np.:
1. Funkcje analityczne (czyli funkcje klasy Cω) zachowuja˛ sie˛ lepiej od funk-
cji gładkich (funkcji klasy C∞).
2. Funkcje róz˙niczkowalne zachowuja˛ sie˛ lepiej od funkcji cia˛głych.
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3. Przestrzenie Hausdorffa zachowuja˛ sie˛ lepiej niz˙ ogólne przestrzenie topo-
logiczne.
4. Zbiory Borelowskie zachowuja˛ sie˛ lepiej niz˙ dowolne zbiory liczb rzeczy-
wistych.
Nalez˙y przy tym wyraz´nie podkres´lic´, z˙e „zachowywac´ sie˛ lepiej” wcale nie
musi oznaczac´ „byc´ w wie˛kszos´ci”. Jak wiadomo, wie˛kszos´c´ funkcji (zmiennej
rzeczywistej) to funkcje niecia˛głe, wie˛kszos´c´ funkcji gładkich to funkcje, które
analityczne nie sa˛, jest kontinuum wszystkich funkcji o argumentach i wartos´-
ciach w zbiorze liczb naturalnych, a tylko przeliczalnie wiele rekurencyjnych ta-
kich funkcji. W tym znaczeniu „dobrze sie˛ zachowuja˛cy” znaczy wie˛c prototy-
powy ze wzgle˛du na rozwaz˙ania aplikacyjne.
Tworzenie nowych teorii matematycznych moz˙e sie˛ wia˛zac´ z porzucaniem
standardu, zwykłos´ci, normalnos´ci. Dla przykładu, moz˙emy pewne obiekty trak-
towane do tej pory jako jedynie uz˙yteczne fikcje formalne (np. liczby urojone)
zacza˛c´ uwaz˙ac´ za obiekty normalne, standardowe, których istnienie przyjmujemy
bez zastrzez˙en´. Konkretny wynik matematyczny lub konstrukcja (np. odkrycie
geometrii nieeuklidesowych) moz˙e stanowic´ o tym, z˙e jakis´ obiekt traci ceche˛ by-
cia standardowym i zaczyna byc´ postrzegany w innym s´wietle, jako przypadek
szczególny ogólniej pojmowanych obiektów.
Terminu standardowy uz˙ywamy tez˙ w znaczeniu zamierzony. Nie be˛dziemy
w tym teks´cie przypominac´ trudnos´ci, zwia˛zanych z rozumieniem terminu mo-
del zamierzony. Zwróc´my jedynie uwage˛, z˙e np. model standardowy arytmetyki
Peana pierwszego rze˛du PA (be˛da˛cy jej modelem zamierzonym) jest włas´ciwie
wyja˛tkiem ws´ród kontinuum jej wszystkich modeli przeliczalnych. Tego, co go
w tej klasie wyróz˙nia, nie daje sie˛ wyrazic´ ani s´rodkami składniowymi teorii, ani
jej własnos´ciami semantycznymi. Dopiero za pomoca˛ s´rodków metaje˛zykowych
moz˙emy ów model scharakteryzowac´:
1. Model standardowy arytmetyki jest jej modelem pierwszym.
2. Model standardowy arytmetyki jest jej jedynym modelem dobrze uporza˛d-
kowanym.
3. Model standardowy arytmetyki jest jej jedynym modelem rekurencyjnym.
Wszystkie pozostałe modele arytmetyki – jej modele niestandardowe – nazy-
wamy patologicznymi, a to ze wzgle˛du na to, iz˙ róz˙nia˛ sie˛ od modelu zamierzo-
nego tej teorii, który stanowic´ maja˛ – jakos´ wprzódy intuicyjnie dane – prawdziwe
liczby naturalne. Wyraz´nie widoczna jest tu pragmatyczna podstawa dla uz˙ycia
terminu patologiczny.
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4.2 Wyja˛tek
Klasyfikacja wszystkich grup skon´czonych podaje całe rodziny takich grup, two-
rzonych wedle okres´lonych wzorców. Poza tymi rodzinami pozostaje nieliczna
grupa wyja˛tków: grupy sporadyczne. Sa˛ to wie˛c grupy skon´czone, które nie pasuja˛
do wybranych w klasyfikacji wzorców. Nie nazwiemy ich patologicznymi: sa˛ to po
prostu obiekty, które nie zmies´ciły sie˛ do przygotowanych szufladek klasyfikacji
i trzeba je zebrac´ razem, włas´nie jako wyja˛tki.
Wyja˛tkiem ws´ród liczb pierwszych jest liczba 2, jako jedyna parzysta liczba
pierwsza. Wyja˛tkami sa˛ wymiary 3 oraz 7 jako jedyne, w których moz˙na okres´lic´
nietrywialny iloczyn wektorowy. Wyja˛tkowe sa˛ wielos´ciany foremne (i ogólniej,
wielokomórki foremne), wyróz˙nione spos´ród wszystkich wielos´cianów własno-
s´ciami odwołuja˛cymi sie˛ do symetrii.
Rozdzielenie znaczen´ terminów: wyja˛tkowy oraz patologiczny stosowanych
w odniesieniu do obiektów matematycznych bywa trudne. Moz˙na chyba pokusic´
sie˛ o przybliz˙ona˛ charakterystyke˛: obiekty wyja˛tkowe (w danej klasie obiektów)
maja˛ pewne wyróz˙nione własnos´ci, nadaja˛ce im szczególny status w rozwaz˙a-
nej klasie, natomiast obiekty patologiczne to obiekty „niechciane” w rozwaz˙anej
klasie, ze wzgle˛du na jakies´ głe˛bokie niezgodnos´ci z naszymi intuicyjnymi wy-
obraz˙eniami o normalnych obiektach rozwaz˙anej klasy. Sa˛ to wszystko okres´lenia
natury pragmatycznej, z samej swojej istoty wielce nieprecyzyjne. Ponadto, my-
s´lenie z˙yczeniowe nie dostarcza oczywis´cie prawomocnych wskazówek do upra-
wiania matematyki.
Moz˙emy miec´ dos´c´ dobrze ustalone wyobraz˙enia intuicyjne o obiektach ja-
kiejs´ klasy, a jednak bywamy czasem zaskoczeni niespodziankami – tak jest np.
w przypadku klasy skon´czonych matryc logicznych, które, wydawałoby sie˛, moz˙-
na zgrabnie opisac´. Jak sie˛ jednak okazuje, istnieja˛ matryce skon´czone, które nie
sa˛ aksjomatyzowalne – zob. np. (Pałasin´ska 1994), (Wojtylak 1979).
Jak juz˙ wspomnielis´my, czasem odróz˙nienie wyja˛tku od patologii bywa trudne,
dla przykładu:
1. Sfera rogata Alexandera ma m.in. naste˛puja˛ce własnos´ci:
(a) Jest homeomorficzna ze zwykła˛ sfera˛ dwuwymiarowa˛.
(b) Dzieli cała˛ przestrzen´ trójwymiarowa˛ na dwa obszary, przy czym ob-
szar wewna˛trz sfery rogatej jest homeomorficzny z wne˛trzem zwykłej
sfery, ale obszar na zewna˛trz sfery rogatej nie jest homeomorficzny
z obszarem na zewna˛trz zwykłej sfery.
Tak wie˛c, sfera rogata Alexandera dostarcza przykładu na to, iz˙ twierdze-
nie Jordana-Schönfliessa nie daje sie˛ uogólnic´ z dwóch do trzech wymia-
rów. W tym sensie, jest ona obiektem wyja˛tkowym. Czy jest takz˙e obiektem
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patologicznym? Owszem, jej własnos´ci pozostaja˛ w raz˙a˛cej niezgodnos´ci
z niektórymi potocznymi wyobraz˙eniami geometrycznymi. Czy jednak cał-
kowicie burza˛ owe potoczne intuicje czy tez˙ raczej wskazuja˛ na to, iz˙ owe
intuicje sa˛ dos´c´ pobiez˙ne i nie wyczerpuja˛ naszej wiedzy o obiektach topo-
logicznych? Spór terminologiczny nie jest zreszta˛ kwestia˛ najwyz˙szej wagi.
2. Przez sfere˛ egzotyczna˛ rozumiemy w geometrii róz˙niczkowej rozmaitos´c´
róz˙niczkowalna˛, która jest homeomorficzna ze „zwykła˛” sfera˛ w przestrzeni
euklidesowej n-wymiarowej, lecz nie jest z nia˛ dyfeomorficzna. Pierwszy
przykład takiej sfery (siedmiowymiarowej) podał John Milnor w latach pie˛c´-
dziesia˛tych XX wieku. Nie wiadomo obecnie (2011), czy istnieja˛ egzo-
tyczne sfery czterowymiarowe. Czy sfery egzotyczne nazwiemy obiektami
patologicznymi? Gdyby tak czynic´, to musielibys´my chyba jednoczes´nie
przyznawac´, z˙e mamy jakies´ głe˛bokie intuicje dotycza˛ce struktur róz˙nicz-
kowych w przestrzeniach o duz˙ej liczbie wymiarów. Czy jednak mamy takie
intuicje np. w przypadku przestrzeni siedmiowymiarowej?
3. Przez egzotyczna˛ R4 rozumiemy rozmaitos´c´ róz˙niczkowalna˛, która jest ho-
meomorficzna z przestrzenia˛ euklidesowa˛ R4, lecz nie jest z nia˛ dyfeomor-
ficzna. Istnieje kontinuum niedyfeomorficznych struktur róz˙niczkowych na
R4. Wymiar 4 jest tu wyróz˙niony: dla z˙adnej n 6= 4 nie istnieja˛ struktury
egzotyczne na Rn.
Wyja˛tek to zatem poje˛cie relatywne, zwia˛zane z jakims´ uporza˛dkowaniem roz-
waz˙anych obiektów matematycznych, próba˛ ich klasyfikowania, twierdzeniami
o nich dowodzonymi, itp. Nie moz˙emy mówic´ o wyja˛tkach w jakims´ absolutnym
sensie.
4.3 Patologia
Klasyczne przykłady obiektów, które bez wahania nazywano patologicznymi, to
m.in.: krzywa Peana, krzywa Hilberta, funkcja Weierstrassa (wsze˛dzie cia˛głe, lecz
nieróz˙niczkowalne w z˙adnym punkcie). Wszystkie te obiekty powstaja˛ w wyniku
procesu granicznego (jako granice jednostajnie zbiez˙nych cia˛gów funkcji) i sta-
nowia˛ przykłady obiektów o własnos´ciach głe˛boko sprzecznych z potocznymi in-
tuicjami geometrycznymi:
Krzywe Peana oraz Hilberta sa˛ cia˛głe, nigdzie nie sa˛ róz˙niczkowalne, wy-
kres kaz˙dej z nich całkowicie wypełnia kwadrat jednostkowy.
Tak wie˛c, krzywe te uwaz˙ane były za dziwola˛gi o własnos´ciach wyraz´nie na-
ruszaja˛cych potoczne intuicje matematyczne dotycza˛ce krzywych, jako obiektów
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o wykresie jednowymiarowym z topologicznego punktu widzenia. Nalez˙y tu pod-
kres´lic´, z˙e te (oraz liczne podobne) konstrukcje powstały wtedy, gdy dotychcza-
sowe – intuicyjne – poje˛cie funkcji zasta˛piono – precyzyjnym – poje˛ciem całkiem
dowolnej funkcji. Ich patologicznos´c´ jest zatem cze˛s´cia˛ ceny płaconej za precyzje˛
i ogólnos´c´ definicji poje˛cia funkcji. Niektórymi z momentów, w których pojawiaja˛
sie˛ patologie sa˛ zatem te, gdy ma miejsce uogólnianie, wypracowywanie precy-
zyjnych definicji, wychodza˛cych poza intuicje potoczne. Dla przykładu, uogólnie-
nie klasycznego poje˛cia spełniania i rozwaz˙anie klas spełniania pokazuje, z˙e owe
klasy miewaja˛ nieoczekiwane, a nawet patologiczne własnos´ci (z punktu widzenia
naszych oczekiwan´, dotycza˛cych poje˛c´ zwia˛zanych z prawdziwos´cia˛).
Poje˛cie patologii w matematyce jest relatywne, nie tylko historycznie. Zda-
rzało sie˛ wielokroc´, z˙e obiekty, które wydawały sie˛ kiedys´ patologiczne, zosta-
wały póz´niej „oswajane”, a czasem wre˛cz stawały sie˛ podstawowymi obiektami
badania – tak rzecz sie˛ miała zarówno z liczbami niewymiernymi, jak i z licz-
bami zespolonymi. Konstrukcje niektórych obiektów patologicznych wykorzy-
stuja˛ nieefektywne s´rodki dowodowe. Zbiór Cantora jest nieprzeliczalny, lecz ma
miare˛ zero. Ma cały szereg dalszych interesuja˛cych własnos´ci, jest jednym z waz˙-
niejszych obiektów badanych w topologii i teorii mnogos´ci. Jest juz˙ obiektem
„oswojonym” – wydaje sie˛, z˙e z˙aden zawodowy matematyk nie nazwie zbioru
Cantora obiektem patologicznym, takim epitetem obdarza sie˛ go jedynie w niektó-
rych tekstach popularyzuja˛cych matematyke˛, gdy chce sie˛ zadziwic´ niewinnego
czytelnika.
Wiele ciekawego materiału na temat wyja˛tków, patologii, konstrukcji stano-
wia˛cych kontrprzykłady znalez´c´ moz˙na np. w: (Steen, Seebach 1995), (Gelbaum,
Olmsted 1990, 2003), (Wise, Hall 1993).
5 Pułapki intuicji
Wiele konstrukcji matematycznych było inspirowanych zagadnieniami z nauk s´ci-
słych, głównie z fizyki. Owe „wioda˛ce przykłady” moga˛ jednak odnosic´ sie˛ tylko
do pewnej klasy zjawisk, przenoszenie intuicji na inna˛ moz˙e byc´ zwodnicze –
dos´c´ pomys´lec´ o kłopotach ze stosowaniem intuicji dotycza˛cych dos´wiadczenia
potocznego do zachowania sie˛ obiektów mikros´wiata kwantowego.
Pułapki niepełnej lub zwodniczej intuicji matematycznej moga˛ zalez˙ec´ od róz˙-
nych okolicznos´ci. Łatwo pokazywac´ je na poziomie edukacji szkolnej lub uni-
wersyteckiej – zob. np. (Lietzman 1958), trudniej w pracach specjalistycznych
zawodowych matematyków, gdyz˙ w tym ostatnim przypadku, intuicje moga˛ zwo-
dzic´ przed opublikowaniem pracy, w samej zas´ pracy oddanej do druku nie ma
juz˙ po nich z˙adnego s´ladu. Mówi sie˛ czasem o intuicji genialnych matematyków
(jak Euler czy Cauchy) wyprzedzaja˛cych swoimi wynikami własna˛ epoke˛, choc´
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wyniki te – z punktu widzenia ich poprawnos´ci wedle standardów współczesnych
– były formułowane nies´cis´le lub wre˛cz niepoprawnie. Rzadziej wskazuje sie˛ na
jakies´ głe˛bsze błe˛dy – por. np. (Lecat 1935). Błe˛dne intuicje sa˛ porzucane, wie˛c
trudno je potem wykryc´.
Gdy mówimy tutaj o błe˛dach intuicji, to nie mamy na mys´li wyła˛cznie sy-
tuacji, w których ktos´ przeprowadza niepoprawny dowód, np. przyjmuja˛c jakies´
ukryte załoz˙enia jako intuicyjnie oczywiste, ba˛dz´ stosuje nieuprawnione kroki do-
wodowe (mniemaja˛c np., z˙e jego konstrukcja dotyczy obiektów normalnych, ty-
powych, itp. i gubia˛c ogólnos´c´ rozwaz˙an´). Chodzi nam raczej takz˙e o tworzenie
i kultywowanie przekonan´, które z czasem okazuja˛ sie˛ na tyle idiosynkratyczne,
z˙e póz´niejsza praktyka matematyczna je odrzuca. Byc´ moz˙e dobrym przykładem
takiej sytuacji byłby Aksjomat Ograniczenia Fraenkla, głosza˛cy – w uproszczeniu
– z˙e istnieja˛ tylko te zbiory, których istnienie daje sie˛ dowies´c´ z aksjomatów teorii
mnogos´ci.
Podkres´lmy zatem, z˙e nie mówimy tu o błe˛dach popełnianych przez nieuwage˛,
niekompetencje˛ lub mys´lenie z˙yczeniowe. Nie chodzi wie˛c o przypadki, powiedz-
my, dzielenia przez zero, nieuprawnione przejs´cia graniczne, zaniedbanie zbada-
nia zbiez˙nos´ci szeregu, itp. Interesuja˛ce jest natomiast to, czy pewne intuicje ma-
tematyczne moga˛ prowadzic´ w „s´lepa˛ uliczke˛”, spowodowac´, z˙e dalszy rozwój
teorii staje sie˛ niemoz˙liwy.
W szczególnos´ci, frapuja˛ce jest chyba pytanie, czy matematycy moga˛ sprze-
czac´ sie˛ na temat swoich intuicji i gruntownie, pryncypialnie sie˛ co do nich nie
zgadzac´ – czy tez˙, przeciwnie, da˛z˙a˛ oni ostatecznie do wykształcenia ogólnie obo-
wia˛zuja˛cych, jedynie słusznych intuicji. Sztandarowym przykładem pierwszego
członu tej alternatywy jest chyba spór matematyki klasycznej z intuicjonistyczna˛.
Drugi natomiast jej człon to wszelkiego typu sytuacje, gdy o całkiem róz˙nych
uje˛ciach matematycznych rozwaz˙anego problemu moz˙na udowodnic´, z˙e sa˛ one
równowaz˙ne. Tu dobrym przykładem jest pokazanie, z˙e wiele róz˙nych matema-
tycznych uje˛c´ poje˛cia obliczalnos´ci daje w efekcie dokładnie te˛ sama˛ klase˛ funk-
cji.
Znamy wiele sporów w historii matematyki, dotycza˛cych wyz˙szos´ci jednych
metod nad drugimi – dla przykładu, sporu zwolenników Newtona ze zwolenni-
kami Leibniza lub sporu o włas´ciwe podejs´cie do uprawiania rachunku wektoro-
wego, pomie˛dzy zwolennikami Hamiltona i Grassmanna (zob. np. Kordos 2005:
196–198). W tych przypadkach jednak rozwidlanie sie˛ intuicji lez˙a˛cych u podstaw
odnos´nych konstrukcji nie prowadziło do rozszczepienia samej matematyki.
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6 Zakon´czenie
Nie staralis´my sie˛ wyjas´nic´ w powyz˙szym teks´cie czym jest intuicja matema-
tyczna, ograniczaja˛c sie˛ jedynie do uwag na temat tego, w jaki sposób przejawia
sie˛ ona w działaniu. Bardziej zdecydowanie wypowiadaja˛ sie˛ liczni filozofowie
i nieliczni matematycy. Niedawno opublikowane monografie zwia˛zane z intuicja˛
matematyczna˛ to (Parsons 2008) oraz (Tieszen 1989). Komentarze na jej temat
znajdujemy w opracowaniach z filozofii matematyki. Jednak najciekawsze, na-
szym zdaniem, uwagi znalez´c´ moz˙na w opracowaniach historycznych, gdzie uka-
zuje sie˛ zmiany w rozumieniu poje˛c´ matematycznych, wskazuje na motywacje
tworzenia i rozwijania poszczególnych teorii, itd. Nie nalez˙y nie doceniac´ równiez˙
prac popularyzuja˛cych matematyke˛ – inaczej niz˙ podre˛cznikach, autorzy nie sa˛ tu
zobligowani do wyczerpuja˛cego i konsekwentnego przedstawienia materiału, co
owocuje cze˛sto s´wiez˙ym spojrzeniem i wydobyciem na wierzch naprawde˛ fra-
puja˛cych zagadnien´, które trzeba nadto wyrazic´ je˛zykiem zrozumiałym takz˙e dla
nieprofesjonalistów, a wie˛c w szczególnos´ci je˛zykiem odwołuja˛cym sie˛ do intuicji
matematycznych.
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